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como sea posible, pero sin excederse en ello." Albert Einstein El Calculo 7 (de aqui en adelante abreviado como EC7) es una obra disefiada tanto para los cursos de especializaciébn en matematicas como para los estudiantes cuyo interés primario radica en la ingenieaa, las ciencias fisica y sociales, o
los campos no técnicos. La exposicidn estd adecuada a la experiencia y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes ejemplos desarrollados asi como la gran variedad de ejercicios, continlan siendo las caracteasticas distintivas del texto. En ningun °1!° tiempo entre ediciones
sucesivas han ocurrido tantos cambios en la ensefianza del Calculo como en el periodo entre las ediciones sexta y séptima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la disponibilidad de la tecnologia moderna en la forma de calculadora gréfica o graficadora manual. Algunos otros
cambios se deben al movimiento denominado reforma del Célculo. He invitado a seguir este movimiento observando el principio: REFORMA CON RAZON. Con el fin de apegarme a este principio;he aplicado las siguientes guias: I. 2. 3. 4. 5. 6. 7. La tecnologia debe incorporarse para mejorar la
ensefianzay el apren- _ dizaje del Célculo, no para reemplazar las mateméticas o restar importancia a los temas tedricos. Las definiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no informalmente. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los teoremas son
necesarias. Cuando se presenta una demostracion, debe ser bien motivada y cuidadosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro. Cuando se establece un teorema sin demostracion, la discusion debe
aumentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la proposicion del teorema y no una demostracion del mismo. Debe darse importancia a los modelos matematicos de las aplicaciones de la vida real. Debe
destacarse la redaccion en mateméticas. Los catorce capitulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capitulos 1-9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capitulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de mas de una variable. En EC7 se han realizado
cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, incluso en las modificaciones. Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las siguientes caracteasticas: xvi PROLOGO GRAFICADORA Il ACTIVA" A
lo largo de la presentacion, EC7 utiliza la calculadora gréfica o graficadora manual no s6lo como un poderoso y fascinante instrumento para el aprendizaje, sino como un instrumento fundamental en la solucion de problemas. Se ha integrado la graficadora directamente a la exposicién de acuerdo a la
filosofia que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue: |. 2. 3. Trabajar analiticamente (con papel y 14piz); después apoyar numérica y graficamente (con la graficadora). Trabajar numérica y graficamente;
después confirmar analiticamente. Trabajar numérica y graficamente debido a que otros métodos no son practicos o posibles. MODELOS MATEMATICOS Y PROBLEMAS VERBALES Los modelos matematicos de situaciones préacticas presentadas como problemas verbales surgen en diversos
campos como fisica, quimica, ingenieria, administracién, economia, psicologia, sociologia, biologia y medicina. Las funciones como modelos mateméticos se introducen primero en la seccién 1.3 y aparecen con frecuencia en el resto del texto. La seccion 1.3 contiene sugerencias para obtener una
funcién como modelo matematico paso a paso. REDACCION EN MATEMATICAS A fin de completar la solucion de cada ejemplo de un problema verbal, se presenta una conclusion que responde a las preguntas de éste. El estudiante debe redactar una conclusién semejante, que consista en una o0 mas
oraciones completas, para cada ejercicio similar. Al final de cada grupo de ejercicios hay uno o dos de redaccién los cuales pueden preguntar sobre cédmo o por qué funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante que describa, explique o justifique un proceso particular.
EJERCICIOS Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van desde célculos y aplicaciones hasta problemas te6ricos para la calculadora y ejercicios de redaccién, como los mencionados
anteriormente. Estos aparecen al final de cada secciéon y como ejercicios de repaso al final de cada capitulo. EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS Los ejemplos, cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en la resolucion de los ejercicios, y ademas sirven como modelos para sus
soluciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, definicién o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta. PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS) Todas las figuras se han vuelto a trazar para- EC7. Las gréficas trazadas en la graficadora se muestran en una
pantalla de graficadora enmarcada por un borde de color mas oscu.ro a diferencia de las gréficas dibujadas a mano. Todas 1 PROLOGO xvii las figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el fin de obtener precision matematica. Estas figuras, que son mas vividas que en las
ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matematica® y Adobe lllustrato!i-. ASPECTOS PEDAGOGICOS Cada capitulo comienza con una introduccion titulada VISION PRELIMINAR. Al final de cada capitulo se muestra una lista de sugerencias para su revision. Juntos, estos aspectos
sirven como una resefia, de principio a fin del capitulo, cuando el estudiante se prepara para un examen. DESCRIPCION DE CADA CAPITULO Capitulo 1 Funciones, limites y continuidad Los tres temas del titulo de este capitulo conforman la base de cualquier primer curso de Célculo. Se exponen
todos los teoremas de limites incluyendo algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se eshozan en los ejercicios. La seccidén 1.3, nueva en esta edicidn, presenta las funciones como modelos mateméaticos anticipadamente de su uso posterior en aplicaciones. En consecuencia, estos
modelos proporcionan al estudiante una vista preliminar de cdmo se aplica el Calculo en situaciones reales. La seccion 1.4, también nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de limite de una funcion. Capitulo 2 Derivada y diferenciacién En la seccion 2.1 se define la recta tangente a la
gréafica de una funcién antes de estudiar la derivada, esto con el propdsito de mostrar un avance de la interpretacion geométrica de este concepto. Las aplicaciones fisicas de la derivada en el estudio del movimiento rectilineo se presentan sélo después de haber demostrado los teoremas sobre
diferenciacion, de modo que dichos teoremas pueden emplearse en estas aplicaciones. En la seccion 2. 7 se estudian las derivadas de las seis funciones trigonométricas y después se emplean como ejemplos para la presentacion inicial de la regla de la cadena en la siguiente seccion. La derivada
numeérica, tema nuevo en esta edicién y presentado en la seccion 2.3, se utiliza junto con la graficadora para aproximar derivadas y para trazar sus graficas. En la seccion 2.4 se simula el movimiento de una particula sobre una linea recta. Capitulo 3 Comportamiento de las funciones y sus gréficas,
valores extremos y aproximaciones En este capitulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que implican maximos y minimos asi como el trazado de una curva. Los limites al infinito y sus aplicaciones para determinar asintotas horizontales se han cambiado a este capitulo donde se
aplican a fin de dibujar gréficas. La graficadora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos de forma analitica asi como para conjelurar propiedades de las funciones, las cuales se confirman después analiticamente. Un aspecto nuevo de esta edicion esta relacionado con
los ejercicios, donde se Je pide al estudiante que dibuje xviii PROLOGO la gréfica de una funcion a partir de la grafica de su derivada y viceversa. En la seccion final del capitulo se presenta la aproximacion mediante la recta tangente junto con el método de Taylor y el de diferenciales. Capitulo 4
Integral definida e integracion Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivacion (o antidiferenciacion). Se utiliza el término antiderivacion en lugar de integracion indefinida, sin embargo, se conserva la notacion estandar if(x) dx. Esta notacion sugerira que debe existir alguna relacion entre
integrales definidas y antiderivadas, pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentacion proporcione un panorama tedricamente apropiado de la definicion de la integral definida como un limite de sumas. Dichos limites se aplican primero para definir el area de una region plana y despueés
se utilizan en la definicion de la integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de una integral definida se presenta antes de la demostracion del segundo teorema fundamental del Calculo, utilizado para obtener valores de integrales analiticamente. Esta capacidad permite
demostrar propiedades de la integral definida en una graficadora tal como se desarrollan. La seccidn 4.3, sobre ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento rectilineo, donde el movimiento se simula en la graficadora. Otras aplicaciones de los conceptos de este
capitulo incluyen el estudio completo del area de una .region plana asi como el volumen de sélidos, presentados posteriormente en la edicion anterior. La seccion 4.9 se inicia con el calculo de volumenes mediante el método de rebanado, se continda con la determinacion de volimenes de sélidos de
revolucion mediante los métodos de discos y de arandelas, considerados como casos especiales del método de rebanado. En la seccion 4.10 se determinan los volimenes de solidos de revolucion mediante el método de capas cilindricas. Capitulo 5 Funciones logaritmicas, exponenciales,
trigonométricas inversas e hiperbdlicas En la primera seccion se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones siguientes se dedican a las funciones logaritmica y exponencial. Primero se define la funcion logaritmica natural y después la funcidon exponencial natural como su inversa. Este
procedimiento permite dar un significado preciso de un exponente irracional de un numero positivo. Posteriormente se define la funcion exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el crecimiento limitado
implica la curva de aprendizaje, y la funcidon de densidad de probabilidad normal estandarizada. Las tres ultimas secciones se dedican a las funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonométricas inversas y las funciones hiperbdlicas. Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la
integral definida En este capitulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no solo las técnicas de manipulacion sino también los principios fundamentales involucrados. La longitud de arco, una aplicacion geomeétrica, se trata en la seccion 6.1. Las otras cuatro secciones estan dedicadas a
aplicaciones fisicas, las cuales incluyen centro de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y fuerza ejercida por la presion de un liquido. En cada aplicacion, se motivan ~ PROLOGO xix y explican intuitivamente las definiciones de los términos nuevos. Se han vuelto a escribir todas las
secciones y se han agregado ejemplos, en algunos de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida. Capitulo 7 Técnicas de integracion, formas indeterminadas e integrales impropias Las técnicas de integracidén constituyen uno de los aspectos mas importantes de las
operaciones del Calculo. Estas técnicas se estudian en las primeras cinco secciones, tratadas en ocho en la edicién anterior. Después de una motivacion introductoria, se explican los fundamentos tedricos de cada uno de los métodos. El dominio de las técnicas de integracion depende de los ejemplos,
y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el estudiante enfrentara en la practica. En la seccion 7.4 se presentan otras dos aplicaciones de la integracion: crecimiento logistico, que surge en economia, biologia y sociologia; y la ley quimica de accion de masas. En la seccion 7.6 se
estudian dos métodos numéricos para aproximar integrales definidas. Estos procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximacion de integrales definidas incluyen el estabfecimiento de teoremas acerca de las
cotas para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones restantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias, se han reubicado en esta edicion; preceden inmediatamente a los temas de series, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos.
Las aplicaciones de las integrales impropias incluyen la funcién de densidad de probabilidad asi como algunas otras relacionadas con geometria y economia. Capitulo 8 Aproximaciones polinomiales, sucesiones y series infinitas Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un
solo capitulo y no en dos como en la edicion anterior. Todos los temas se incluyen, pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad matematica. Este capitulo es independiente y puede estudiarse en cualquier momento después de completar los primeros siete capitulos. La
primera seccion trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la formula de Taylor. Esta férmula se generaliza a la serie de Taylor en la seccion 8.9. Las secciones 8.2-8.6 se han dedicado a las sucesiones y series infinitas de términos constantes, y en la seccion 8.6 se presenta un resumen de
los criterios de convergencia para series infinitas. En las secciones 8. 7-8.10 se estudian las series de términos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capitulo conducen por si mismos a la incorporacion de la graficadora, no solo para facilitar el estudio sino que permite a los
estudiantes examinar e investigar la convergencia o divergencia de una serie infinita y de aproximaciones polinomiales. Capitulo 9 Ecuaciones paramétricas, curvas planas y gréaficas polares Los tres temas de este capitulo se han agrupado para completar el estudio del célculo de una variable. Las dos
primeras secciones tratan sobre ecuaciones paramétricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio de vectores. En las dos secciones siguientes se estudian graficas polares, mientras que en la seccion final se presenta un tratamiento unificado de las secciones conicas y las
ecuaciones polares de las conicas. La discusion de xx PROLOGO las secciones conicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo general en un curso previo al Célculo, en esta edicion se tratan en el apéndice. Capitulo 10 . Vectores, rectas, planos y superficies en el espacio En esta
edicidn, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian en el mismo capitulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En la seccion 10.1 se definen los vectores en el plano. En la seccion 10.2, antes de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numérico
tridimensional, el cual se denota por R 3. En el capitulo también se proporciona una introduccién vectorial a la geometria analitica solida al estudiar, en la seccion 10.4, rectas y planos en R 3, y superficies en la seccion 10.6. Capitulo 11 Funciones vectoriales De igual manera que con los vectores en el
capitulo 10, en este capitulo se estudian las funciones vectoriales tanto en el plano como en el espacio tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una funcion vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones paraméetricas, asi como sus propiedades también se estudian
simultdneamente. Las aplicaciones de este capitulo tratan acerca de geometria, fisica e ingenieria. En la seccion 11.5, sobre movimiento curvilineo, se utiliza la graficadora para simular en movimiento de un proyectil en un plano. Capitulo 12 Calculo diferencial de funciones de mas de una variable Los
temas contenidos en este capitulo se han reunido y condensado de dos capitulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad matematica. En las primeras cinco secciones se estudian limites, continuidad, derivadas parciales, diferenciabilidad y la regla de la cadena para funciones de
mas de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determinacion de tasas de variacion y el calculo de aproximaciones. La seccion 12.6, sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una seccidon que muestra la aplicacion del gradiente en la determinacion de planos tangentes
y rectas normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se presentan en las dos ultimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y multiplicadores de Lagrange. Capitulo 13 Integracion multiple El Calculo integral de funciones de mas de una variable, contenido en las
secciones 13.2-13.6, es precedido por una seccion en laque se estudian coordenadas cilindricas y esféricas, reubicadas en esta edicion, de modo que estén mas cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las funciones de dos variables se estudian en la seccién 13.2 y en las dos
secciones siguientes se aplican a la fisica, ingenieria y geometria. Capitulo 14 Introduccion al Célculo de campos vectoriaJes En las seis secciones de este capitulo final se presenta un estudio amplio del Céalculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de linea, PROLOGO xxi el
teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de Stokes. La presentacion de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son acerca de fisica e ingenieria. Apéndice Los temas de algebra, trigonometria y geometria analitica, por lo comun se estudian en cursos previos al Calculo,
ahora se presentan en el apéndice, dejando asi el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Calculo. Esta modificacion tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geometria analitica no aparecen en el titulo de esta edicion. Las secciones del apéndice pueden cubrirse en
detalle, como un repaso o pueden omitirse por completo, dependiendo de la preparacion de los estudiantes de cada grupo. Secciones suplementarias Las secciones suplementarias se encuentran después del apéndice; estas secciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la
comprension del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante el nUmero de la seccion del cuerpo principal del texto, contienen discusiones tedricas y algunas de las demostrjlciones mas dificiles. Louls LEITHOLD RECONOCIMIENTOS REVISORES Benita Albert, Oak Ridge High
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dedicacion, coraje y apoyo para este proyecto L.L. MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CALCULO* Para el estudiante An Outline f or the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del Céalculo) por Leon Gerber, de Saint John's University y John Minnick, de DeAnza College. Para ayudar a los
estudiantes en su estudio de EC7, este manual, en tres volimenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejercicios cuyo numero es divisible entre 4. Los manuales también contienen todos los teoremas y definiciones importantes asi como examenes simples con sus soluciones
para cada capitulo. Para el profesor Instructor's Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de soluciones para el profesor) por Leon Gerber, de Saint John's University. Este manual, en dos volimenes, contiene las soluciones para todos los ejercicios de EC7. Test Generator/Editor with Quiz,naster
(Generador de exdmenes/Editor con Quizmaster) Este banco de examenes computarizado esta disponible en versiones para DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador de Examenes, escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas y preguntas al
elaborar exdmenes ya preparados. El Editor permite a los profesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas. Quizmaster permite a los instructores crear examenes y cuestionarios del Generador de Examenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser utilizados
por los estudiantes en computadoras personales o en una red. También esta disponible un banco de examenes impresos que incluye todos los problemas y preguntas del banco de exdmenes computarizado. Libros auxiliares de interés para estudiantes y profesores de Calculo publicados por Oxford
University Press, Harla, México Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este libro. * N. del E. Este material sélo esta disponible en inglés. En un futuro préximo esta editorial tendra el "Manual de resoluciones para el profesor”. # # ASPECTOS HISTORICOS DEL CALCULO
Algunas de los ideas fundamentales del Calculo se remontan a los antiguos matematicos griegos del tiempo de Arquimedes (287-212 a.C.) asi como a los trabajos de los primeros afios del siglo XVII realizados por René Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis (1616-1703) e
Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invencién del Calculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalizacion y unificacion de estos conceptos matematicos. Asimismo, otros matematicos de los siglos XVII 'y XVIII
intervinieron en el desarrollo del Calculo, algunos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli (1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange (1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se establecieron los fundamentos de las nociones y de los
procesos del Calculo por mateméticos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L. Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin (1831-1916). # # PREPARACION PARA EL ESTUDIO DEL CALCULO Aprender Célculo puede ser una de las experiencias
educacionales mas estimulantes y excitantes. Para que esto sea asi, usted debe iniciar su curso de Calculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matematicas concernientes a algebra, geometria, trigopnometria y geometria analitica. Los temas de algebra, trigonometria y geometria analitica de
especial importancia se presentan en las secciones A.I-A.11 del apéndice al final del libro. Las propiedades especificas de los nUmeros reales asi como algunas notaciones basicas se presentan en la seccion A.1. Debe familiarizarse con estos temas antes de iniciar el capitulo I. Refiérase a las secciones
A.2-A.8 y A.10 para revisar los temas de geometria analitica. En la seccion A.9 se estudian las funciones trigonométricas. Tal vez necesite estudiar la seccién A.11, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la seccién 7.4 sobre integracién de funciones racionales. La visualizacién
mediante graficas juega un papel importante en el estudio del Célculo. Estas gréficas se obtendran en dos formas: a mano y mediante un dispositivo de graficacion automatico de alta velocidad como las graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos funcionan de manera
similar, pero para el estudiante resultara mas practico utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en el texto se empleara la graficadora. Cuando se trate de una gréfica realizada a mano se usard la terminologia dibuje la grafica, y cuando deba emplear un dispositivo
electrénico en su elaboracién se indicara trace la gréfica. Las gréaficas trazadas en una graficadora estan representadas por figuras que muestran una pantalla de graficadora enmarcada por un rectangulo y las ecuaciones de las graficas mostradas se indican en la parte inferior de la pantalla. Las
graficadoras no son estrictamente automaticas debido a que requieren de un operador (una persona que las haga funcionar) que presione teclas especificas; sin embargo, como estas teclas dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, debera consultar el manual de funcionamiento para
obtener informacion sobre coémo realizar operaciones especificas. Con los conocimientos basicos preliminares, esta usted preparado para iniciar su curso de Calculo, que es el fundamento para muchas de las ramas matematicas y para la mayoria de los conocimientos del mundo moderno. # EL
CALCULO. ..,.*.,..;;..." ,+,. -, ;.. 1. ,., -Eunciones, limites -y..-cQntinuictad . , \\\UN \\U:.\ \M\NA\L.r. ~ - Ir' .- t.,......""J"1..",, ndudoblemeni1l hobr6 tratado funcione, 1n ,u, c""* ontefio,es de motem6ilcos, y debido o que 1 f,, » concaplo unificado< o lo lotgo de e>le laxlo, se dod;corbn lal
dol primero, &eeciones a su estudio lo 1ecc.ibn 1.3 elt6 designada para proporclonarll pr6ctico 1n lo obtencion d1 func.10011 como modelos matern6ticos de sHuoc:-lones del mundo reol asl como paro mostrarle algunas oplicoclone, clel Cokulo. lol dol operaclone, mallm6llcal fundamanlafal en
Célcvlo ,on lo di/,,renciacion y lo in™9racién E.10, oporoclones Implican la cletermlnoclon de lo derivada y de lo mt,,jj™1 definido. codo uno con base on lo nocién de Umife, proboblertlente ei concepto m61 importante an Cllicolo. Se Inicio ol asflJdlo da Ifm,,., en lo >ecd6n 1.A mediante una Inlroduc:clén
gréaf,co o lo; Umlte, de funcionel. Primero ie proporctono uno fundamlntaci6t\ pc110 a po50 de k:J nociéo de limil&, k, cual c:omten~ ~ el '[ c61culo de' volor de uno Funcién que se aproxima o c.,n numero y -..mil"o desorrollondo- una noc.16n intullivo del proc..o de limile, Lo definicién formol de limito y
lo, 110rernoJ aobre Umlles se inJrQdocer, el Jo 1ecc.l6n 1.5 paro simpiificor célculol de limiteJ de funciones algebraicas ele:meotoles. En QI s.1tec-i0OPel 1.6 y 1.7, H extiende eJ concepto de limite poro ,ncluic flpol de funclor.e, odioonolM vy lim,... Infln,io.. Proboblom1n111 lo clase da funciones mé,
,mportanle es1Vdiadol en Colcvlo MOn las furic.iooe, ccntir,1.10J lo funcion co,npue,lo, lo coninuidad on un 1noecvolo y el leor.mo del volo, Intormedlo ooo lomo> de lo seccloa 1. 9 El ,eorema de e,triccion se pre- santo " la HQ:16 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notacion de intervalos, el dominio y
contradominio de la funcién definida por la ecuacién es (-00, +00) ye! contradominio es [O, +00). Y: nimeros no nimeros reales FIGURA2 negativos EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Seafla funcién definida por la ecuacion y=— Como los nimeros se han restringido a los ilUmeros reales, y es una funcion de x
sélo si x - 2 ~ O debido a que para cualquier x que satisfaga esta desigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se 1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 3 tiene la raiz cuadrada de un nimero negativo, y en consecuencia, no se obtendra un nimero real y. Por tanto, se debe
restringir x de manera que x ~ 2. De este modo, el dominio de fes el intervalo [2, + 00 ), y su contradominio es[O,+00). EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea g la funcidn definida por la ecuacion Se observa que y es una funcion de x sélo para x ~ 3 0 x s; -3 (0 simplemente, 1x 1 ~ 3); para cualquier x que
satisfaga alguna de estas desigualdades, se determinara un solo valor de y. No se determinara ningun valor real de y si x esta en el intervalo abierto (-3, 3), ya que para estos valores de x se obtiene la raiz cuadrada de un nimero negativo. Por tanto, el dominio de ges (-00, -3] U [3, +00), y el
contradominio es [O, +00). EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funcion f del ejemplo ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (X, y) para los cuales y = ~ . En simbolos esto se expresa como f = {(x, y) 1 Y = ~} Algunos de los pares ordenados de (5, -f3), (6, 2), (11, 3).fson (2, 0), (*-!), (3, 1), (4, ./2),
EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La funcion g del ejemplo ilustrativo 3 es el conjunto de pares ordenados (X, y) para los cuales y=,,Jx2 - 9;esdecir, g ={(X,y) 1 y = ~ } Algunos de los pares ordenados de g son (3, O), (4, ,f), (5, 4), (-3, O), (--JTI, 2). EJEMPLO ILUSTRANnvo 6 y) 1y = .Jx=2). De modo que En
el ejemplo ilustrativo 2, f = {(x, f(x) = .Jx=2 A continuacion se calculara/(x) para algunos valores especificos de x. /(3) = =/(6) =~ /(5) 1 /(9) -J 6 - 2 2 Cuando se define una funcion, debe indicarse el dominio implicita o explicitamente. Por ejemplo, si/ esta definida por f(x) = 3x2 - 5x + 2 la funcion tiene un
valor si x es cualquier numero real; por tanto, el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales. Sin embargo, si/ esta definida por f(x) = 3x2 - 5x + 2 [ :s; X :s; ]0 entonces el dominio de f consta de todos los niumeros reales entre |y LO, incluidos éstos. De manera semejante, si g esta definida por la
ecuacion g(x) = 5x - 2 x+4 * esta implicito que x -4, debido a que el cociente no esta definido para x = -4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los nimeros reales excepto -4. Si h esta definida por la ecuacion h(x) = ~ el dominio de h es el intervalo cerrado [-2, 2] porque ~4 - X 2 no es
un numero real para x > 2 0 x < -2. El contradominio de hes [O, 2]. « N. del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde al nombre del conjunto de valores asignados a la variable dependiente de una funcion. Otros nombres para este conjunto son: reconido (poco
empleado en calculo); ambito (término muy reciente para este concepto); imagen (muy empleado en algebra y teoria de conjuntos); rango (muy empleado en célculo). 1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS EJEMPLO 1 x2 f(x) S Dado que fes la funcion definida por + 3x - 4 determine: (a) f(O); (b) /(2); (e)
f(h); (d) f(2h); (e) f(2x); (f) f(x + h); /Ex) + f(h) (g) Solucién (a) f(O) =02 + (b) /(2) =22+ 3 - 2-43-0- 4 -4 = h2 (e) f(h) (e) f(2x) 6 + 3h 4 (d) f(2h) = (2h)2 + 3(2h) 4h 2 +6h-44=(2X) 2+ 3(2X) -4 =4x2+6x-4 (X +h)2+3(Xx+h)42hx + h2 + 3x + 3h -4 = (2h + 3)x + (h2 + 3h - 4) (f} f(x + h) x2 + x2 + +
f(h) (g) f(xX) Y (X f(x) + h,f(.x + h)) f(x + h) - f(xX) X FIGURA3 = (x2 + 3x 4) + (h 2 + 3h - 4) = x2 + 3x + (h2 + 3h 8) Compare los calculos del inciso (f) y (g) del ejemplo |. En el inciso (f) se realiza el calculo def(x + h), que es el valor de la funcién para la suma dex y h. En el inciso (g), en donde se calculaf(x) +
f(h), se obtiene la suma de los dos valores de la funcionf(x) y f(h), En el capitulo 2 se requerira calcular cocientes de la forma f(x + h) - f(X) h h ~ o0 Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los puntos (X, f(x)) y (x + h, f(x + h)) de la grafica de la funcion definida por y = f(x).
Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el calculo aparezca en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador como en el inciso (b) del ejemplo siguiente. EJEMPLO2 f(x + h) Determine f(x) h donde h ~ O, si (a)f(x) 4x2 - 5x + 7; (b)f(x) = Solucion (a) f(x + h) h - f(x) 4(x + h)
2-5(x+h)+7-(4x2-5x+7)h4x 2+ &hx + 4h 2 5x - 5h + 7 h 8hx =8x 5h + 4h 2 h 5+4h 4x 2 + 5x - 7 6 CAPITULO 1 FUNCIONO, UMmMS Y CONTINUIDAD (b) f(x + h) - f(x) hy -5"+Tz - .ix h (-fx+Tz - .fi)(-fx+Tz + .fi) h (-5"+Tz + .fi) (X+ h) - X h(-[x+h + -Ji) h h(-fx+Tz + -Ji) 1 y = xi En el segundo paso
del inciso (b) de esta solucién, se multiplica el numerador y el denominador por el conjugado del numerador para racionalizar el numerador, de donde se obtiene un factor comun de h en el numerador y en el denominador. ~ FIGURA4 y El concepto de funcion como un conjunto de pares ordenados
permite enunciar la siguiente definicion de grafica de unafuncién. X 0 5 1. 1.2 Definicion de grafica de una funcidén J(x)= ~ Si/es una funcion, entonces la griflca de/es el conjunto de todos los puntos (X, y) del plano R2 para los cuales (X, y) es un par ordenado de f FIGURAS y De esta definicion, se
deduce que la grafica de una funcion/ es la misma f(x) . que la grafica de la ecuacion y La grafica de la funcion del ejemplo ilustrativo | es la parabola dibujada en la figura 4. La grafica de la funcion! de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada en la figura 5 es la mitad superior de la parabola. La grafica
de la funcion g de los ejemplos ilustrativos 3 y 5 esta dibujada en la figura 6; esta grafica es la mitad superior de una hipérbola. Recuerde que en una funcién existe un solo valor de la variable dependiente para cada valor de la variable independiente del dominio de la funcion . En términos geométricos,
esto significa que: =5 -_-+-5-+--|-+-+Q-c+-+--+-+-+--15- X g( . t) = ~ FIGURAG Una -recta vertical intersecta la grafica de una funcién a lo mas en un punto. y X =a 5 0 -5 -5 xi + y2 = 25 FIGURA 7 Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectara a cada grafica cuanto mas en un
punto. 5 x [> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto {(x, y) 1 x2 + y2 = 25), cuya grafica es la circunferencia, de radio 5 y centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no es una funcion porque para cualquier x en el intervalo (-5, 5), dos pares ordenados
diferentes tienen ax como primer numero. Por ejemplo, (3, 4) y (3, -4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Ademas, observe que cualquier recta vertical cuya ecuacion sea x = a, donde -5 < a < 5, intersecta a la circunferencia en dos puntos. ~ 1.1 ~ EJEMPLO03 g(x) = FUNCIONES Y SUS
GRAFICAS 7 Determine el dominio de la funcién g definida por ..J x(x - 2) Apoye la respuesta trazando la grafica en la graficadora. Solucion Como ..) x(x - 2) no es un nimero real cuando x(x -2) < O, el dominio de la funcion g consta de los valores de x para los cuales x(x - 2) ~ O. Esta desigualdad se
satisface cuando se tiene alguno de los dos casos siguientes: x~0Oyx-2~0;05Six:S;0yx-250.Caso 1: x~x~0 0Oy x - 2~ 0. Esto es, y x~2 Ambas desigualdades se cumplen si x el intervalo [2, + 00). ~ 2, lo cual equivale a que x esté en Caso 2: x :s; Oy x - 2:s; O. Esto es, x:5;0 y x:s;:2 Las
dos desigualdades se cumplen si x :s; O, lo cual equivale a que x pertenezca al intervalo (-00, O]. Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio de g, el cual es (-00, O] U [2, + 00). La grafica de g se muestra en la figura 8. Esta grafica desciende desde la izquierda hasta x =
O, asciende hacia la derecha a partir de x = 2, y no contiene puntos cuando x esta en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la grafica ¢ apoya la respuesta. (-7.5, 7.5) por [, 9) g(x) ; .J X(x - 2) FIGURAS Como se vio, el dominio de una funcion diante la definicién de la funcién. Con frecuencia minio a partir
de la grafica de la funcidn, como en que se trata una funcion definida a trozos, la cual de una expresion. puede determinarse mese determina el contradoel ejemplo siguiente en el se define empleando masy ~ EJEMPLO 4 f(x) =5 .......... i X -1 5 2x+ Sea/ la funcién definida por six
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